Des théories de cohomologie de Weil
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Fixons un corps algébriquement clos & (le corps de base) et un corps F' de
caractéristique O (le corps des coefficients). Une théorie de cohomologie de Weil

consiste en les données suivantes :

1. Un foncteur contravariant H* de la catégorie des variétés projectives

lisses vers la catégorie des F'-algebres graduées commutatives.

2. Pour toute variété X projective lisse, on a un homomorphisme de groupes
v : CHY(X) — H*(X) (Pour la définition de C'H(X) voir ici).

3. Pour toute variété X projective lisse de dimension d, on a un I’application
trace [, : H*(X) — F.

satisfaisant les axiomes suivants

1. La dualité de Poincaré (C’est équivalent a la forme usuelle de la dualité de

Poincaré, compte tenu de I’égalité H;(X) = H*(X)* lorsque X est

projective.);
2. La formule de Kiinneth ;

3. La compatibilité de 1’application classe de cycle v avec f*, f,, le produit

extérieur et on normalise |, spectr) V([SPECK]) =15

Voici une formule importante suivante pour
Y([X]) € H*(X x X) = @;H (X) ® H**~(X), déduite des axiomes d’une

théorie de cohomologie de Weil.

(Lemma 45.7.7) Choose a basis ¢, j,j = 1, ..., 8; of H*(X) over F'.
Write

v([A]) = | > Z%‘ ® €344

with e/2d—z',j c HQd_i(X). Then fX € j U eéd_i?j/ = (_1)1‘5]77.

On en déduit le théoréme des points fixes de Lefschetz :
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> izo,.. 2dim(X)(_1)i dimp H'(X) = deg([A] - [A]).

Le théoreme 45.7.11 de Stack project concerne la relation entre les théories de
cohomologie de Weil et les motifs. Il affirme qu’une théorie de cohomologie de
Weil est la méme chose qu’un foncteur de la catégorie des motifs vers celle des
espaces vectoriels gradués, satisfaisant certaines conditions. Ainsi, la théorie des

motifs peut étre considérée comme une théorie de cohomologie universelle.
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