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Décomposition de Jordan
Soit A ∈ Mn(C), notons χA =

∏r
i=1(X − λi)αi . Alors A est semblable à la

matrice


Aα1 0 0

0 Aα2 0
. . . 0

0 0 0 Aαr



où Aαk
est la matrice αk × αk égale à λkIαk

+

Jn1,k

. . .
Jnr,k

 avec

n1,k + · · · + nr,k = αk et les Ji sont les blocs de Jordan.

Démonstration :

À partir du théorème de trigonalisation par blocs, il suffit de montrer que toute
matrice nilpotente est semblable à une matrice diagonale par blocs de Jordan.

Procédons par récurrence sur la taille de la matrice nilpotente. Le résultat est
clair dans M1,1(C). Soit n ∈ N∗, supposons le résultat établi pour tout k < n.

Soit N une matrice n × n nilpotente, notons p son indice de nilpotence
et n l’endomorphisme de Rn canoniquement associé. Il existe x ∈ Rn tel
que np−1(x) ̸= 0 (sinon cela contredit la minimalité de p). La famille
(x, u(x), . . . , up−1(x)) est libre (sinon considérer une combinaison linéaire nulle
et itérer u), notons G = V ect(x, u(x), . . . , up−1(x)).

Considérons maintenant ϕ une forme linéaire telle que ϕ(ui(x)) = 0 si i < p − 1
et ϕ(up−1(x)) = 0 et posons F =

⋂p−1
i=0 dim ker(ϕ ◦ ui) de telle sorte que F est

l’intersection de p hyperplans donc dim F ≥ n − p.

Montrons que F est stable par u : Soit y ∈ F , soit 0 ≤ i ≤ p − 1, alors
y ∈ ker ϕ ◦ ui+1 donc u(y) ∈ ker ϕ ◦ ui et donc u(y) ∈ F .
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Montrons maintenant que G ⊕ F = E. Soit y ∈ G ⊕ F , si y ̸= 0 alors il existe
P un polynôme unitaire de degré d ≤ n − 1 tel que y = P (u)(x), mais alors
ϕ ◦ up−1−d(y) = ϕ((Xp−1−dP )(u)(x)) = ϕ(up−1(x)) = 1 donc F et G sont
en somme directe. Et comme dim F ≥ n − p, on a que F et G sont deux
supplémentaires stables par u.

Donc Mat(x,u(x),...,up−1(x))(u|G) = Jp. Puis u|F est nilpotente et, par hypothèse
de récurrence, en considérant une base β de F dans laquelle Matβ(u|G) respecte la
condition de l’énoncé, on trouve que Mat(u(x),...,up−1(x),β)(u) respecte la condition
de l’énoncé, cela conclut.

Décomposition de Frobenius
Soit A ∈ Mn(K), il existe une suite de polynômes de Π1, . . . , Πr tel que Π1 soit
le polynôme minimal de A et Πr|Πr−1| . . . |Π1 et A est semblable à

C(Π1)
C(Π2)

. . .
C(Πn)


Démonstration :

Procédons par récurrence sur n, soit A une matrice de Mn(K).

Notons E = Kn et considérons u ∈ L(E) l’endomorphisme canoniquement
associé. Notons Π1 = P α1

1 . . . P αm
m la décomposition du polynôme minimal de A

(et de u) en irréductibles.

Définissons, pour e ∈ E, le polynôme minimal ponctuel de u pour e, Πu,e

(polynôme unitaire non-nul de degré minimal annulant u(e)).

Lemme 1 :

Pour chaque i ∈ [[1, m]], il existe ei ∈ E tel que Πu,ei
= P αi

i .

Démonstration : Soit i ∈ [[1, m]].D’abord, si aucun élément de e ∈ E est annulé
par P αi

i (u) alors il suffit de considérons le polynôme Π1

P αi
i

qui annule donc u, ce

qui contredit la minimalité de Π1.

Ainsi, pour e ∈ ker(P αi
i (u)), Πu,e divise nécessairement P αi

i et s’écrit donc P k
i

pour k ≤ αi. Supposons par l’absurde que pour tout e ∈ ker P αi
i (u), Πu,e ̸= P αi

i .

Alors Πu,e|P αi−1
i et donc Π1

Pi
annule u, de nouveau une contradiction.

Lemme 2 :
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Il existe e ∈ E tel que Πu,e = Π1.

Démonstration :

Prenons, pour chaque i ∈ [[1, m]], ei tel que Πu,ei
= P αi

i . Posons
e = e1 + · · · + en et notons Πu,e = P β1

1 . . . P βm
m (avec βi ≤ αi).

Pour chaque j ∈ [[1, m]], posons Qj = Π1

Πu,eP
αj−βj

j

de telle sorte que

0 = QjΠu,e(e) = Π1

P αj−βj
(u)(e) = Π1

P αj−βj
(ej). Et donc P

αj

j divise Π1

P αj−βj

donc αj ≤ βj ≤ αj d’où Πu,e = Π1.

Prenons maintenant e tel que Πu,e = Π1 et posons d = deg Π1, de la sorte, la
famille (e, u(e), . . . , ud−1(e)) est libre et en notant G = V ect(e, u(e), . . . , ud−1(e)),
G est stable par u et Mat(e,...,ud−1(e))(u|G) vaut C(Πu,e) = C(Π1).

Comme pour la décomposition de Jordan, prenons φ une forme linéaire telle
que φ ◦ ui(e) = 0 si i < d − 1 et φ ◦ ud−1(e) = 1. Et on montre alors que
F =

⋂d−1
i=0 ker(φ ◦ ui) est stable par u, de dimension au moins n − d et que

F ⊕ G = E, donc en utilisant l’hypothèse de récurrence on conclut. De plus
Π2 = Πu|F

divise Π1 car Π1(u|F ) = 0.

Décomposition de Dunford (N+D)
Soit u ∈ L(E) un endomorphisme à polynôme caractéristique scindé. Alors il
existe d diagonalisable et n nilpotente telle que dn = nd et u = d + n.

Démonstration :

Notons χu =
∏r

i=1(X − λi)αi , le théorème de trigonalisation par blocs montre
que Matb.c(u) est semblable à une matrice triangulaire par blocs Ai de taille αi

avec λi sur la diagonale. On peut noter chacun de ces blocs Ai = λiIαi
+ Ni

où Ni est triangulaire supérieure stricte. En notant D la matrice par blocs des
λiIαi et N la matrice par blocs des Ni.

Décomposition QR
Soit A ∈ GLn(R), il existe Q ∈ On(R) et R ∈ Tn(R) à coefficients diagonaux
positifs tels que A = QR.

Démonstration :

Supposons d’abord que A ∈ GLn(R) C1, . . . , Cn les colonnes de A et (ϵ1, . . . , ϵn)
l’orthonormalisé au sens de Gram-Schmidt des colonnes C1, . . . , Cn.

Alors A = Matb.c(C1, . . . , Cn) = Mat((ϵ1, . . . , ϵn) → b.c)Mat(ϵ1,...,ϵn)(C1, . . . , Cn).
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En notant ces deux matrices Q et R respectivement, on en déduit le résultat
voulu.

Décomposition de Cholesky
Soit A ∈ S++

n (R), il existe B triangulaire supérieure à coeffiecients diagonaux
strictement positifs telle que A = BT B.

Démonstration 1 :

Par le lemme de la racine carré, il existe H ∈ S++
n (R) telle que A = HT H.

Notons H = QR sa décomposition QR de telle sorte que A = RT OT OR = RT R,
cela conclut.

Démonstration 2 :

Notons (e1, . . . , en) la base canonique de Rn, définissons le produit scalaire sur
Rn, ϕ(X, Y ) = XT AY . Alors A = Matb.c(ϕ).

Soit ϵ1, . . . , ϵn l’orthonormalisé au sens de Gram-Schmidt de la base canonique
pour ϕ. Notons P = Mat(ϵ1,...,ϵn)(b.c) de telle sorte que P soit triangulaire
supérieure à coefficients strictements positifs. Et P T AP = Mat(ϵ1,...,ϵn)(ϕ) = In.
Et donc en posant B = P −1 on a fini.

Décomposition de Cartan
Soit A ∈ GLn(R), il existe un unique couple (O, S) ∈ On(R) × S++

n (R)
satisfaisant A = OS.

Démonstration :

Démontrons la deuxième partie du résultat, soit A ∈ GLn(R). AT A ∈ S++
n (R)

et admet donc une racine carrée S ∈ S++
n (R). Posons alors O = AS−1 de la sorte

que OT O = (ST )−1AT AS−1 = (ST )−1ST SS−1 = In et alors O est orthogonale
et satisfait A = OS. L’unicité découle du fait que si A = OS alors AT A = S2

mais S est unique par le lemme de la racine carrée et donc O l’est aussi.
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